DVANAESTA GLAVA

12. LINEARNE JEDNACINE

. b
Jednaéina ax = b ima jedinstveno reSenje z = —, ako je a # 0, (odredena je).
a

Jednadina 0 -z = b, gde je b # 0, nema resenja (nemoguca je, nije saglasna).
Jednaina 0 -z = 0 je identi€nost i zadovoljena je za svaki realan broj z
{(neodredena je). .

j Pri reSavanju jednacina koristimo, izmedu ostalih, i osobinu da su jednakosti
jsaglasna sa osnovnim ra¢unskim operacijama. (Mogu se sabirati, oduzimati, a ta-
ikode se mogu mnoziti 1 deliti brojevima ili izrazima koji nisu jednaki nuli).

12.1 LINEARNE JEDNACINE S JEDNOM NEPOZNATOM

A 1696. Koje od navedenih jednakosti su identi¢nosti:

a) 2=0; b)a2-1=0; c¢) =0; d)z?-1=(2—1)(z+1);
1 1 1 1
—== ) ¥ = —5—;

e>x xz’ )a:2+1 z2 41’

g) 5(1-2)?-3(1—2)(1+z)—(3+2)? =722 - 162 — 77

=3

r—1
r+1

LA 1697. Izmedu navedenih jednacina izdvojiti one koje nemaju re$enja (nemo-
E guce su) i one koje imaju beskonano mnogo resenja (neodredene su):
a) 2e+3=2(z-1); b)3z-2)+5=2zx—(1-zx);

):17—5_x_1—:1:_:v—7_§_ d) 7x—6+3z+6_5$_7x—6'
“ 7% -3 2 3 3 2 - 6
T 2¢0+3 bBr—14 z+1
T _3)a=20-1; f - - _ 3
) <2 3’> ol )= 12 4 ’
2
2z 4z 2x 1\~
o) LT o W o—2) =(@+4)?—9z+2.
g) 3 5 9 ; )<:c 2) (x4+4)° -9z +

A 1698. Da li su ekvivalentne jednacine (tj. da li imaju ista resenja):
a) 2e=a4+1l i z=1 b)§—3:2x—7 | 2 —6=4z—14;

¢) 2z=2z+1liz=2+1; d)z~1=0 i (z-1)2=0
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3 1 1 2
e) 2x—gx:1§m—§vg:c+2 i 16(z+2)=62zx+T7)?

A 1699. Rediti po z jednadine:

6+ 7 bx — 3 z—5 x-1 z—3 z—4
) 3 g P53 1 T3
1 4r+3 2-3z z—1 2z—-5 x+8
c)$+2§— T T T3 ;o A or— T T s + 5 =T
4z 3x—17 z+5 1 2(z+3) 3z 22z-7)
=z - Loy as - TTY S AP
R o 1145 5 2 3
1 3z 9 T
Y T4 b — 4 16z+1 .. 1—9z 19+ 3z
g) = 4 3 P T 8
5—=x 18 — b5x 4z + 33 17+ z 2x — 5 3—=x
i = ik = ;o D 1— = ;
) =3 TR AT Y 6 4
) :E+17_3f£—-7_ % n) o 2z—7_3$+1_ z+6
Ty A 2 5 9
) 3(1,2—:c)*5—!—793_x_9m+0,2_4(13:r—0,6).
© 10 R 20 2 ’
z 3+z <1_6_5E>E
_5_ 4 B 3 v 2
p) = 5 3 2
1 T
11z — 3 x‘lg E |
a) +—= =5_.
18 10 3 20

A 1700. Resiti po x jednacine:
a) (452 —(z—~1)2=48; b) (z+1)%— (z —4)? = 5;
o) (z4+4)2—(z+8)(z—8) = 96; d)3(z+2)?+(2x—1)*—7(z+3)(z—3) = 28;
e) (:v—l—3) —5z—A)(z+8)+12=87; f) (z—2)°—(2?—1)(z—4)+2z* =T,
g) (z-3)(z+4)-2(32—2) = (z—4)% h) (z+5)(z+2)-3(42—3) = (z—5)%
i) 2:1: +(z+5)2 =2z +7)% =232 —72,5) + (z — 6)%;

j) (z—0,4)? — (z +0,4)(z — 0,4) =0, 1.
JAN 170.1. Resiti jednadine:
3z —5 235—5_1 b 92 -7 4dz—-5

a) z—1 z-2 ; )32—2_22—3: ;
o 4 24y 3 5 )3:1:—1_2:8—}-5 4 o1
3y—12 y—4 8-2y 6 z—1 z+3  224+2z-3 '
y 12 ﬁ1—3$+1+3x. )t2~3+t+1_ 4
1-922 143z 3z-—1 1—2 t—1 14t
)3_2_8+9t_)3+15+7_0_
& T 6t 6t+1 3622—1 4z —20 50—222  63+30
0 3 2 5 N VT 5

1—22 1+22+22 1-2z+22 ) y?2—1 _y+1_1—~y;
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96 20 -1 3xz—1
k 't -'—‘_—:———d—.————:
)5+$9—16 x+4 4z
123:2+30x—21_333—7+6a:+5.
1622 -0  3—4z 4z +3
5 — 7 —1 1
m) al I + )1 5 1 :

17 — 8z 8 22— 4z 8z — 16’
o) 3:—9_:):—7_:1:—9_m—8_x—7_:t~8_
-5 x—2 r—4 xz-—5 wx—4 z—2’

3 1 4 1 1 z-+4

p) (m+1)2+x—1*a;2~1+m+1’ Y T, o+3

A 1702. Regiti jednacine, vodeéi racuna o definiciji apsolutne vrednosti:
a) |zj+1="5; b)2zl—1=lzl+T © lo| — & = 03
d) |5z — 2|+ =z =10; e) 1 +z|—lz—1 =0 £) o — 4] — 22 +3[ =2
g) lz+4l+lz -1 =5 h) lac%—llﬂ\x]+3‘x—l]—2]x—21:$+2;
; :U+3_]a:—4\ 1 z+5
4 9 2 36
j) V72 —dg + 4 — Va2 -6z -+ =+r? -2z + 1L
k) Va? -4z +4+ 22+ 1+ 21 = Vi+4dz+ a7

A 1703. Resiti po x sledece jednagine. (Vrednosti parametara su date tako da
jednatine imaju jedinstvena resenja).
a) (a+z)b—a= (b+1)z+ab; D) 7(2z —a) —3(4z —a) —5(3z+2a)+a=70;

c) a+m_225’3'b. d)_‘?igx_:,c_t@_. e)i;ff_zﬂ_tﬂ:_%a_x__;

a a+b c+d’ b—a a-+b a?+b?
r+n r—n 1 T—n 2z x a 20 +a a

R e et YTl @
2 2

h) az—%+§5:%—%+b2; i)a_;_b—\-%:—l;

. 3 2 3¢ — Ta z—2a 272 — 13a®

D e e YVrrae 0 @-9a

A 1704. Slicno prethodnom zadatku, rediti po y jednacine:
n+y~_n m+y. b)y—Fa y—a_y—H) 2y — 2b
o m a_b atb a+b a—b’
b+vy 2y y—b b y—b y+d y-—c¢
== ; - =2.
<) a?+2ab+b*>  «a ag—b2+a+b+a—b’ ) c d 2

a) m—
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*  1705. Resiti jednaéinu
m—29+m—27+x~25 :1:—23+:c—21+:z:—19_
1971 1973 1975 1077 1979 1981
x—1971 2-1973 -—1975 x—1977 «x—1979 o —1981
+ + + + + .

29 27 25 23 21 19
A 1706. Odrediti vrednost parametra a, tako da budu ekvivalentne jednacine:
2 1 3
a) ax+1l=a—-3 i :E: —QZZ; blatz=1 1 2a+z=3;
x

) a+a_1 a+1 ., =z a4+l z—a
C — 1 _ — = ’

o— % a—1 a z 2

a+1

ax x

2 _a__q.2% 1t e
d) a—x g_£_1+a ! a+2_a—2"2'

2 2 ax 2a

A 1707. Odrediti vrednost parametra a, tako da jednacina nema reSenja:
a) 2ar —1=z+a; b)a*z—a=z+1 ¢ (e-3)z=x+2

A 1708. Odrediti vrednosti parametara a i b, tako da jednatina bude neodredena,
odnosno, da bude zadovoljena za svako realno x:

a) ar+x=>b—=z; b) bz —a)=a*(z—1);

c) (a+a2)b—a=(0b+1z+ab; d) a—(a+b)z=(b~a)z— (3+bz).

1709. Jednaclina z-a z-b
b—a a-—0

je moguce da linearna jednacina ima dva re§enja? Dati obrazloZenje.

= 1 zadovoljena je za z = a i za x = b. Kako

1710. Date su jednaéine po nepoznatim x, y ili z. Diskutovati reSenja ovih
jednaCina u zavisnosti od vrednosti parametara a, b, ¢, m, n.
a—zx a+x 2ax

A1) alaz+1) =22z —1); 2) e a+b a2

z T T+a z—b
A3) = —b==—qa; N4 = ;
)a p & ):1:+b z+c’
1 1 T T T
AB) —— - == —— - —_—
)aQ—I—Q a a+a+1 a2 —a’
_ _ S _
6) M*QZ?J__EJFQ; 7)1‘ a+$ +$ C:2 l_i_l_i_} :
q P P q be ac ab a b ¢
r+b x—0b b+zx T —b 2z a b
A8 + = — =2, _ .
) a+b a—b a?42ab+b? a2—b2+ a’ Ag)a—z b—z’

6r+2a+3b+c  2z+6a+b+3c
6x+2a—3b+c 2x+6a—b— 3¢

A10) (o —5a+6)z =a—3; 11)
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m-—x r—n 2mn ar — 1 b az® +a
12 — = : A13 = :
)m—n m+n m?—n?’ 13) :c—1+a:+1 z2 -1’
a ar c cT T 2z a+b—1 T
14) — — =— — ;15 = ;
) c cx—1 a ax-—1 )aE—b2+a+b+ 2a — 2b a—b+1
16) ac—z:—n :c—:};—p :r—];—m_g;
_ 3
17) ] a—+x = a—2x = a :
a?4+ar+2z22 a?—ar+722 atz4a?zd+ o5
18) (x2+a?—b%)(a +z) n (a®+b2—22)(b +a) n (b2 +22—a?)(z + b) "y
ar ab bx
A19) 2x+a+x—b:3az+(a—b)2; A20) Qx—mZQ:E—!—n;
a a ab m4+n m-—n
21) z—1 2n2(1—x):2x—1_1—x; 22)a+by:m+ny;
n—1 nd—1 1—-n%t 14+n a+b m-n
Y Y 1 T x a+b
A23 = . 24 =) :(a- = ;
)a—l+a+1 a? -1 )<a+a—b> <a a—l—b) a—b
Y 3 4y
£25) a—b a+b a2-—02’
— 1 - — 2
26) m—i—n+fc n: oz n?+_x;
m4+n m-n m+n m2-n?2 m
o7) E_a—i—b:x—a; 28) m n b2 :mc—bQ;
T a T a m-—zx cr—cm c
c+y 1 c a a—b a+b b
29 = - .30 = - .
) cy c+c+y' )ac—l—bc+ 2bz 2bc ax + bz

12.2 SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

A 1711. a) Odrediti reSenje datog sistema linearnih jednacina grafickom meto-
dom:

) z—y=0Az+y=2;, 2)2x+y=4Az+2y=25;

3) —z+y=2A2z-y=-1
b) Uveriti se grafickom metodom da su slededi sistemi linearnih jednacina nemogudi,
tj, da nemaju reSenja:

HYaz+y=—-1lAz+y=1; 2)2z+y=3A22+y=4
¢) Grafickom metodom uveriti se da dati sistemi linearnih jednaéina imaju besko-
naéno mnogo resenja, tj. da su neodredeni:

1) z2+y=1A22+2y=2; 2)—z—-2y=0A21+4y=0.
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1712.
1)

A 1713,

1 oznacava se sa

Utvrditi da li je dati sistem saglasan, neodreden ili nesaglasan:

bx — 4y =13 2) dx—06y="7 3) 10z—-16y=7
2¢ — 3y =1 8r—12y =15 6x — 9y =4,2
4z + 6y =3 5) 22z —3y=4 6) 12z+16y+1=0
6z 4+ 9y =4,5 4 —6y =25 3r+4y+2=0

28z 4+ 35y +3 =10
122 + 15y +25 =10

Znamo da se polinom ad — bc naziva determinantom drugog reda

b
d

pomocu determinanti na sledeéi nadin:

ar+bhy=ac
asx + boy = 2

a) Izraunati determinante:

11

c1 b ay ci
_ Co bg Ay— as Co
= ai bl v= al b1
an bg ao bg
1 -1 11
1)'23‘; 2)}1_2‘; 3)l22‘; 4)‘

b) Koristeéi determinante resiti sisteme jednacina:

1)
4)

7)

.

344y = —1 2) z+y=2
20—y =3 z—y=0
x4+ 5y =17 5) 6z—T7y=40
3z —y=3 5t — 2y = -8

25z —dy+1=10
31z — 5y +16 =0

b
Z; b; =a1by — azby #0,
-5 6 3 =5
—4 3” 5)‘2 —4|

3) z—2y=-5

—2z4+y=1
6) 20 —-3y=28
Tx — 5y = —b

1714. Raznim metodama resiti sisteme jednacina:
a) (z=1)(y+2)—(z-2)(y+5)=0b) (z+3)(y+5) = (z+1)(y+8)

(z+4)(y-3)—(z+7)(y-4)=0

¢)

)

z+ 5y =19 d) z=-7-3y

—4y=-19-3z =342y

T Yy 6z + 5y

___:_1 ————————

- 9) 3 2 h)

o 4y 1 6z +y
—=15- =

9 6 8 L

(22-3)(5y+7)=2(5z—6)(y+1)

3z + 2y =12
3r—2y=20

Tty  2x-y
: T3 T

2z—3 x-2y
3 Ty -

7
4
7

15

. Sistem linearnih jednagina s dve napoznate reSava se



12.2. Sistemi linearnih jednacina 183
Loty Yy L 2x—1 3y—2 z+1 y+2 2(x—y)
Yy Yo o S, B _yre 22T d
D T3 N ) 3T 5
2c—y 3z 3 3z+1 3y+12_0 z—3 y—3_2
3 4 2 5 i A
0,2¢+0,1y 4z—y 3z+0,5y z—Yy
l — = ry =3
) 2 10 50 5 m) ziy=3:4d
3 2y—1 0,8t —5
_ﬁ_s_y_.__:g——._-i—l——y— (x—1):(y+2)=1:2

1715. Uvodenjem novih nepoznatih resiti sisteme jednacina:

w

2

5
- —‘:1 b ——~——:—1 —_—
Aa) :E+y 6 ):r; ” 3 c) a:—1+y—4 5
: 4 1
E__fg_:4 9_;_%:24 - =3
x oy x Yy x—1 y—4
2 5 1 1 5 10 1
d —+—-=230 JAN = - =1
) :c+y ) z+y -y 8 f) :L’—5+y+2
3 4 1 : 2
3.4 4 L1333
z Yy z—y =xz+y 8 z—-5 y+2
‘ 1 3 5 11 18
4+ —— == Ah =13
9) :c+y+1 4 ) 2a:~—3y+3a:—2y
4 7 1 27 2
r y+1 4 3z —2y 22— 3y
i) LN )
T_y+2 l-z-y
! + ! =0,3
z—y+2 r+y—1
1716. Resiti sisteme jednacina: '
a) 2z+ 3yl =13 b) |z—1|+ly—5/=1 <) lz+1]|+|y—1|=5
3r—y=3 lr -1 —y=-5 lz+ 1] —4y=-—4
dy z—ly—4l=4 e) lz+yl=1 f) 12z+3yl=5
jz—3|+|y—4/=3 Izl +y=1 2z —3y| =1
g) 2z -3lyl=1 hy y—2lz[+3=0 ) [zl+ly—-1=1
|zt +2y =4 ly|+2z—-3=0 T +2y=3
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A 1717. Odrediti vrednost parametra &, tako da imaju jedinstvena reSenja si-
stemi jednacina:
a) 3z+ky=5+k b kr+(k+ly=3
2+ 5y =28 204+ 3y=k—1

A 1718. Odrediti vrednosti parametara tako da budu neodredeni sistemi (tj. da
imaju beskona&no mnogo resenja):

a) 2k—Dz+ky=256 by 2+ (m—1Ly=3 ¢) br+3y=>b
7,5z +4y =3 (m+1)z+4y=-3 10z+ay =42

d) (m+n—2)z+(m+2n)y=6¢€) (1+ajz+(a+bly=b—a
ne+3y=3 (5+a)z+2(a+b)y=b—1, gde a+b#0

A 1719. Odrediti vrednosti parametara tako da sistemi jednacina nemaju (ima-
ju) reSenja:
a) (1+2k)z+5y=7 b) az+(b—-2)y=5a c) z+2y=26
(2+k)x+4y=38 br+4y=3-10b dr —ay=>

ax+biy=c1

a7 + byy = C odreden je (saglasan je) ako je aiby # asbs,

1720. Sistem

G by . ) ) . .. a b c
odnosno ako: — £ L. Sistem je protivreéan, tj. nema refenja, ako: e g S
ao bg as bg Co
. L . ar b1 o . .
Najzad, ako je ispunjen uslov: — = -—=—, sistem je ekvivalentansa 0-z +0-y=

az by e

0Aaiz+ by = ¢, tj. elqvivaleﬁtan je prvoj jednagini. Tada, ako je a; = by = 0
ic; # 0, sistem je nemogud, tj. nema redenja, a ako je ay = by = ¢; = 0, ili bar
jedan od koeficijenata ay, b1 nije jednak nuli, sistem je neodreden i ima beskonacno
mnogo resenja.

Utvrditi za koje vrednosti parametara, navedeni sistemi jednalina sa dve
nepoznate, x i y, su saglasni (imaju jedinstveno reSenje), protivreéni (nemogudéi)
ili neodredent, tj. diskutovati redenja sledecih sistema:

Aa)z+ay =06 blar+y=5a ANc)ar+2ay =5

2z +ay =7 z+2y=3a z+y=3

d) (a+1)z—y=1 Ae)z——!—yzl flax+y=1b
1

ax + 4y = 10 %—y:O 6x+y:a
gymx+y=1 Ah)2ax-3by=12ab Ai)ax — 3y =a

2e4+y=2 az + by = ab (a—4d)z+(a—-T)y=—6
) (m — 1)z + 2my = -2 Ka’z —y=a—b

2mz+(m—1)y=m~1 b3z + ay = b?
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z—a y—>b z y
Jz+y m) b + a n)a+b+a—b
5 xr oy x Y 4ab
= = —_ —_ = 1 =
rray=a a+b a—b a+b a?2-0?
2ax  3by 2a 3D z Y
o e 1= — - + = b
) b a+ b+a p)a+b a—15 ot
ar by a?+b° Ty
S 212 =2q
b a ab a b
x Y a Y z+y a
=2 =2
Q)a—l—b a—b ar)x#a—*_y—b )x—y b—c
‘ b
z—y=4ab az + by = 2ab ze _of
—-b a+ec
?
; Y 2
t —_— = 1 b = C~
) e u)ax +by =c
b
oy Y 1 atbpig T _ONY 420,640
a—q b-gq . b a
T— y+ 2= 3
A 1721. Sistem linearnih jednaina sa tri nepoznate: 2y— z=—8 ima tzv.
3z= 6
trougaoni oblik; reSava se jednostavnim postupkom. Iz trete jednaline je z = 2.
Zamenom u drugu jednac¢inu dobijamo: 2y — 2 = —8, odakle je y = —3. Sada u
prvoj jednagini zamenimo y i z i dobijemo z = 0.
Postupajuéi slitno, resiti sledece sisteme linearnih jednacina.:
a )r+y=3 b) 2x—5y=>5 c) Tx—3y= 8
y=1 3y=3 5y=10
d) —10z—5y=20 e) z+ y+3z=14 ) 2z+3y+2=14
—2z = 2 2y+42=16 2z+4y =10
5z=15 5z =25
g) = —yt+ztu= 0 h) 3z4+3y—4z+5u= 9 i) 2+ y+ z+ ut v=I10
3z+2y—z =—4 20—-3y— z =—4 dy+5z— u— v=1
2x—3y =—2 4x4-5y =1 3z42u— v= 2
4z =—4 3z =-3 dy—3v= 0

2= 8
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A 1722. Postupnim eliminisanjem nepoznatih, sistem se moZze dovesti na trou- |
gaoni oblik — to je tzv. Gausov postupak. Gausovom metodom rediti sisteme linearnih

jednacina:

A

*

a) 2z+3y+2z2="7
—3z+y—4z=-10
br+4y —2z=25

r+y+z+u=26

2z —3y+4z—u=—-2
z+y+3z—4u=-2
3z —2y+4z+2u=7

b) z+2y—32=5
2z + 3y — 52 =28
bzt y—6z2=7

c) 3x+5y—2=38
50 4+3y+z2=0
2z + 4y + 5z = —11

eyz+y+z+u=0
2r+y+2z—u=29
3r—y—3z+u=-2
dr—y—z—u=10

1723. Raznim metodama resiti sisteme jednaéina:

a) z+2y—z=2

20+y+z="7 5x —2y =70
z+y+z=06 3z + 2z =280
d)%:% €) T+y+2z=239
y-+z+u=45
%:% z4+u+x=43
3z —2y+2z=18 u+z-+y=41

b) z-+2y+32=80 ¢) z+9y+ 10z =4

dr4+92 =26
2z — 6y — 5z = 10

To+z3+ T4+ 25+ 26 =3
1+ 23+ T4+ Ts + 26 =5
1+ o+ x4 +x5+28 =4

1+ xotax3+a5+T6 =7
T1+To+ 23+ 14+ 28 =11
T1 4+ Zo + 23 + x4 +25 =10

f)

1724. Uvodenjem novih nepoznatih resiti sisteme jednagina:

1 d)

—6

b)

3zy = 2(z +v)
S5yz = 6(y + z)

dzx = 3(z+x)

c) v+y+z=0
ax +by+cz=0

2 3 1
a) —+-—-—=-=
Ty =z
2 2
32,2 14
T Yy =z
1 1 3
Il =2
Ty =z
o) 1 3 n I
z—2 y—3 z+1
2 B 5 _ 3
r—2 y—3 z+1
5 21 1
_ =6
:c—2+y—3 z+1
1725. Resiti na pogodne nacine sisteme jednagina:
a) z+y=a b) art+y+z=1
y+z=>0 ct+ay+z=a
z+xrx=c rt+ytaz=a

2 bex +acy + abz =1
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d) :E+y+z+a(a:+y)+a2w=a3

g4yt z+blety) +bPz=0
ztytztelzty) +r=c

e) z—y+z=0
(a+b)x—(a+c)y+(b+c)z:0
abx —acy +bcz =1

) aw+by+cz:bm+cy+az:c:z;+ay+bz:a+b+c

Ty 1

zty+z=1 h ==

9) @ y ) ay+bzr ¢
1

r+by+z=1 yx_ -
bz+cy a

z+ytcz=1 il —l

Y - aztcz b

l) 551”@1_332'@2__ _mn’_an
mi mso o o Man

T1+To+ T I =20
my+me -+ mn#F0

12.3 *DIOFANTSKE JEDNACINE

U ovom odeljku resavamo uglavnom nelinearne jednacine, Cija su resenja oba-
vezno celi brojevi i koje se svode na linearne jednacine.
.

1726. U skupu celih brojeva resiti linearne jednatine (z,y € D):
a) 60z —77y=1 b) 3r—4y =5

1727. U skupu prirodnih brojeva resiti jednagéine (p je prost broj):

a) 22 —y>=8 b)a’ _y2=13; c¢)a? -y’ =105

) 2(a? —y?) = 1978; o) 2r4ay=7, Hay+r+y

g) T+y= (x—y)% h) 22 4 2zy — 3y2 =5; 1) 222 + 5zy — 12y% = 28;
) zy—3x+2y=28 k) 22 =y?+2y+12; 1) zt — y* = 175;

m) p(z+y)=ay; 1n)dp+l= w2, o)z*+4=p;

1 1 1
b—2+g2-+—=1

2

1728. Nadéi celobrojna refenja jednacina:

a) z?2—azy+2z—3y =11 b) zy = 10z +10y, z,¥ € N o) 2(z+y) = zy;
d) zy—z=2+9% e) 24yt =1 D+ —20-dy+4=0

g) B2 tay+y’ =1 h) 22 + 492 4 2% = 22 — 20y — 23.

p) zyz=x+y+z q pol



